MATHEMATIQUES
Groupe C

Durtre : 4 heures
Pour tout entier naturel 2 3£ 0, on pose :

n—~1 2jrk?

Cn = \Wc "

On pose égadement : §, e "
]

On designera par z = x — iy lc¢ conjugué du nombre complexe
o= ox oy

Les trois parties I, II, III sont indépendantes.

I n-~-1

12 Calewler G, G,, G,, G,. Calculer ; JET ol roest un élé-
]
k=0
ment fixé de Z.
2% Décomposer en facteurs irréductibles sur € et sur R le polyndme
; . L. 27 4r
X%~ 1. En déduire la valeur de cos == et cos 5 e fonction de
y 5. Caleuler G, .
30 S0t A == (@, )y s w0t B o= (b, ), 5, » doux matrices

carrdes dlordre nd coeflicients complexes. On appelle trace de A, et on
note tr A, la sonune des coeflicients de Ja diagonale priucipale :

n
tr A = Ea,_,.

r= 1

Montrer que : tr AB == tr BA.

Montrer que, si A est semblable & une matrice diagonale :

A 1
W, O
0
L An
alorson a :
n
trA = ,; X,
]
re=1

ST ] 1 7
2 =1
1 g $n p
2 4 2 (n=-1)
1 n n cll "
A, = = (a'r.s)
1 =1 y2{n=1) C(n-—l)z
L_ n n n _

. wir=-1){s~1)
avec Gy, 5 = \ g .

Montrer que tr A, = G,. Montrer que A,* s'exprime simplement
en fonction de By ¢

10 0 0 |
o 0 0 1
6 0 ... 1 0
B, = = (b, ,)
L0 1 o 0 |
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avec : b, ;=1 si r4+s=2 ou r+s=n+2,

b,, ; =0 si non.

Caleuler B2,

5° Montrer cue, si A est-valeur propre de la matrice carrée A, 32 est

valeur propre de la matrice A% En déduire que 1a matrice A, a, au plus,
4 valeurs propres.

6° Soit U une matrice carrée d’ordre n & coefficients complexes, et I
la matrice unité d’ordre n. On associe A U et I les endomorphismes u et
id de C™ dont les matrices respectives dans la base canonique de C™
sont U et I. On suppose que U? = I. On désigne par ker u et Im u le
noyau et I'image de Yendomorphisme 1. Montrer que :

ker (v — id) Nker(u 4+ id) = {0},
Im (v + id) < ker (v — id),
dim ker (¢ — id) + dim ker (u + id) = n.

En déduire que toute matrice U vérifiant U? = 1 est diagonalisable.

7° Montrer que la matrice B,, définie au 4° est diagonalisable. Lorsque

n est lmpair (on posera n = 2p -+ 1) expliciter une base dans laquelle
B, est diagonale.

8° Soit E un espace vectoriel sur € de dimension n, et u un endo-
morphisme de E. Soit P (X) € C[X] un polynéme de degré d, dont on

suppose que toutes les racines sont «simples. On pose : u® = uou,
K
u

s
== u¥"? ou. Montrer que, si P(u) == 0, I'endomerphisme u est dia-
gonalisable. On pourra raisonner par récurrence sur d.

9° Montrer que :

. ~ ~ 2_ 2
G, G, = \; S IR 4
Osrsn-1 0Ocs<sn—-1

et en déduire que : | G, | = Vr lorsque n == 2p 4 1 est impair.

10° Montrer que la matrice A,, définie au 4°, est semblable & une
matrice diagonale : '

A ]

0 .
An

—

Montrer que les coeflicients %, , A,, ..., 2, ne prennent que 4 valeurs
Ve ./ ..
\/n, - vVn, L\/n, - z\/n.. On désignera par a, b, ¢, 4 le nomhre de
fois que ces valeurs respectives sont prises,

Montrer que, s n est impair, 2 = 2p - 1, on a :

a-Fb=p-+1; ct+d=p;
(@ = b+ (c - d)y?=1.

On admettra que Pon peut démontrer -— en calculant le déterminant

dn A - la relation :

n
r] A = (P ap + 1) pnja

R

Montrer aiors que (b -+ d) a la méme parité que p. Calculer g, b, ¢, d,
et en déduire la valeur de G, lorsque n est impair.

I

1°SoittecR, Kek, K # 0. Calculer :

v c-zinkt.

Montrer que :

dt

]

[T

sin wt

I.ES_in_(_zi-i- 1)m:dt _ ‘”sin(2K+1)nt

sin ot

1
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2° Soit & une fonction en escalier réelie sur un intervalle fermé borné
[a, b] de R. Montrer que :

b

fim [ g(x)sinmxdx = 0,

e A
m-» sl Ja

Soit maintenant g une fonction continue réelle sur [a, b]. Montrer

que :
iimn ?
i gf(x)sinmxdx = 0.
m-= 4w ‘/u

3° Soit f : [0, 1] > R une fonction continue, dérivable i droite en 0
et & ganche en 1, On pose :
1

H]

Se= > | S et

ke - X &/,

Montrer que Ponca :

o vt sin (2K + 1) =t
Sy = ’ () in (2K + 1) m¢
M

) sin e

Montrer que les fonctions :

g = LSOy L0

1 1
se prolongent par continuité sur les intervalles [ 0, % ] et [ 50 1 J

respectivement. En déduire que la suite Si a une limite que P'on
-calculera,

4" Soit £ : R - C une fonction dérivable en tout point, et soit n e N,
n % 0. Monirer que P'on a :

5FO) 4+ S+ F@2) 4 o+ (0= 1) + 5/ () =

K~ 4+ «

K -
= lim }: j F () eminkt gy
(]

k= —K

_ *® cos x
1° Montrer que lintégrale ~—= dx est convergente (on
Va
o
pourra intégrer par parties).
Montrer que les intégrales
v¢ © v @ .
a = ‘ cos x* dx et B = j sin x? dx
7o [
sont convergentes.
On pose pour n > 0
1+ L

Caleuler 7, en fonction de « ct .

2¢ Soit n &€ N, n # 0. Montrer que, pour tout k € Z, on a :

k

. :
(:alnn(ﬂ_;..r) dx = Th (n) ‘ edtnnu® gy
[
e/ 3

J ot

oit £, {n) est un nombre que o précisera et qui dépend de la parité

d‘.‘ :15"--

Moutrer que la limite suivante existe et la calculer en fonction de «

et B

+ K G
lim \‘ e2inn (z3~x1) dx
K->+ o i
k= ~K °

- |
2ixnt

3° En appliquant la question II 4° i la fonction f(¢) = ¢ "

caleuler G, pour tout n > 1 et déterminer les valeurs de :

X G X

v @© v+ W

® = ‘J cosx?* dx et P =‘J sin x? dx .
’ FiN ’



